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1. RESUMEN:

En esta ponencia se pretende presentar una metodologia para la demostracién de
un limite trigonométrico.

La metodologia: consiste en brindar ejemplos muy concretos que ayuden al
estudiante a comprender algunos teoremas (propiedad arquimediana, teorema del
encaje y otros) que se usan para la demostracién de dicho limite. Mediante estos
ejemplos se permite la apropiacién del concepto y la comprension de los
Teoremas involucrados.

2. OBJETIVOS:

sin x

a. Desarrollar una mejor en compresion del limite ﬁéno =1 (limite
X

X
cuando x tiende a cero de sen(x) entre x) para estudiantes universitarios en

el area de calculo Diferencial.

b. Establecer una relacidon tematica del concepto de limite (teorema del

encaje) con la geometria (en especial la propiedad arquimediana) y
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sin x

trigonometria para la demostracion del limite liél}) =1 (limite

X

cuando x tiende a cero de sen(x) entre x).

3. INTRODUCCION

El presente trabajo pretende ayudar al estudiante lograr una mejor comprension de la

sin x

demostracion del limite trigonométrico lm = 1. Como parte fundamental del

x® 0 X

trabajo, se utilizara la ayuda del computador como recurso de apoyo y la versatilidad del
software disponible para obtener una idea geométrica del concepto y los diferentes pasos
de la demostracién. En los diferentes pasos de la demostracién, se empleard como
material de apoyo que procura responder a las necesidades propias del estudiante. Estos
recursos a los que hacemos referencia consisten en detallar algunos de los argumentos
empleados en la demostracion. Todo lo anterior con el objetivo de establecer una relaciéon

tematica y mas concreta de los pasos que tradicionalmente se hacen.

4. MARCO REFERENCIAL

El estudio del calculo diferencial en nuestro pais por lo general tiene como punto de
origen el nivel universitario, y en casos muy especiales, el nivel de secundaria, esto ultimo
como resultado de acogerse al programa MATEM de la Universidad de Costa Rica o por
formar parte del Programa de Bachillerato Internacional. Con base en la experiencia
adquirida al impartir diferentes modalidades del curso de calculo diferencial, a nivel de
secundaria y universitaria, entre otros aspectos se ha identificado en los estudiantes la
falta de dominio en temas diversos, con el agravante de que el proceso de ensefianza

tradicional en nuestro pais no ofrece una solucién de previo a que el estudiante avance



en sus cursos. Es decir, se asume que el estudiante tiene dominio y relaciona los
conceptos propios de cada fase del proceso de ensefianza-aprendizaje, principalmente
los adquiridos desde la secundaria; tal suposicién no debe considerarse como valida, en

especial cuando el porcentaje de estudiantes en esa situacion es significativo.

En virtud de lo anterior, resulta importante plantear soluciones para que los estudiantes en
esa condicion logren asimilar los conceptos no aprendidos y relacionarlos con los
conceptos de la fase del proceso de ensefianza a la cual se estan enfrentando; sin que
ello implique una significativa inversion de tiempo y de recursos disponibles tanto para el
docente como para el alumno y a la vez que la interaccion no genere frustracion en

ambas partes.

En adicién a lo sefalado, es importante sefialar que el estudiante aun cuando presente
deficiencias en sus conocimientos, es posible despertar en ellos su interés por los temas
no aprendidos, incluso dentro del ambito de nuevos temas con los que se relacionan; lo
anterior tiene explicacion dentro del contexto de “Inteligencias Multiples” la cual plantea
que “...La decisién pedagodgica sobre la mejor manera de presentar un tema es muy
importante. El interés de los estudiantes se puede despertar o apagar con gran
facilidad...”, asi mismo sefala que “...Los temas poco familiares se suelen captar con
mas facilidad si establecemos analogias con otros temas que se conozcan o comprendan
mejor...” (Gardner, 2000).

En la actualidad el docente puede incorporar dentro de sus metodologias de ensefianza
en el aula, el uso de computadoras y software de uso comun tales como Word, Excel,
Power Point, entre otros, con el objetivo de propiciar un mayor interés de los estudiantes
hacia la matematica y lograr una mayor comprension de los temas con mayores recursos

visuales.

Cabe sefialar que el espacio de aula, entendido éste como el lugar donde se realiza un
proceso de ensefanza-aprendizaje, entre otros aspectos debe facilitar “...el acceso al
material de interés en las diferentes actividades de aprendizaje...” (Garcia y otros, 2001)
para ello el uso de aplicaciones informaticas enriquece ese espacio y resulta ser mas
flexible en cuanto a disponibilidad, ya que puede disponer del mismo en forma
permanente. Por otra parte, el incorporar este tipo de tecnologia en el aula puede ser
resuelta mediante varias opciones, una de ellas es el disponer de una plataforma

informatica tal y como la hace la UNED.



Por su parte, la ensefianza del célculo diferencial con apoyo del computador ofrece la
ventaja de relacionar aspectos que generalmente se tratan en forma analitica con distintos
conceptos geométricos, aspecto que se vuelve sumamente tedioso explicarlo en el

pizarron con otros argumentos.

Ademas con la incorporaciéon de recursos tecnolégicos como la computadora la
y N o p SIX -~ .
demostracion del limite trigonométrico lléno —— = 1, cobra dinamismo al poder ubicar
x X
las figuras geométricas en lugares de la pantalla que favorecen la comparacion, ademas
el uso de la herramienta de hipervinculo permite que el profesor con anticipacion prepare

documentos que amplien algun aspecto de la demostracion que ayude a la comprensién.
5. LA DEMOSTRACION PROPUESTA

a. Se Considera la siguiente circunferencia de radio 1, con angulo mll BOD = x

tan x

COS X




b. De acuerdo a ella se tiene que:

darea AODB < area del sector circular de arcoQB < Area de NOAC

c. Se multiplica establecen las areas.

cosx-senx 1°-x 1-tanx
< <
2 2 2

2

sen

d. Se multiplica la desigualdad por X y se obtiene.

X 1

Senx < COS X

COSxX <

e. Se aplica el reciproco. Recuerde que todos los valores son positivos.



1 sen x
< < COS X

COS X X

6. VALORACION
a. Experiencia didactica a nivel de secundaria

La experiencia didactica a nivel de secundaria, con estudiantes de undécimo afio que
participaron del proyecto MATEM de la Universidad de Costa Rica, ha contribuido a que
los estudiantes relacionen los diferentes conceptos empleados al demostrar dicho limite,
tales como son las funciones trigonométricas, la circunferencia trigonométrica, los
sectores circulares y las propiedades de las desigualdades entre otras; ya que
tradicionalmente este limite es expuesto en los distintos textos de calculo diferencial, en
forma estatica y asumiendo el dominio de ciertos conocimientos matematicos
considerados como basicos. Pero para el estudiante de secundaria se torna dificil el
relacionar dichos conceptos sin el apoyo de ciertas explicaciones que le ayuden a
concatenar y concretizar los diferentes conceptos involucrados en la demostracion del

limite en cuestion.

Es por esto que con la incorporacion de una demostracion grafica con apoyo de la
computadora, se puede realizar una exposicion de la demostracion de dicho limite y el
proceso resulta mas dinamico y se facilita el tratar los diferentes conceptos involucrados

en esta prueba

b. Experiencia didactica a nivel universitario



En cuanto a la experiencia didactica a nivel universitario, se ha notado que los estudiantes
en este nivel les es mas facil el relacionar los diferentes conceptos, a diferencia de lo que
sucede en secundaria, pero con frecuencia han olvidado en mayor grado los distintos
conceptos utilizados en la demostracion del limite tratado. Una vez repasados estos

conceptos se obtienen mejores resultados. Esta es la funcién de los hipervinculos.

Es comprensible que también todos los aspectos positivos de la experiencia didactica en

secundaria son aplicables al nivel universitario.

De ahi que podemos mencionar que los resultados que se han obtenido con la aplicacién

de esta metodologia a nivel de secundaria y universitaria en la ensefianza del limite

sin x

trigonométrico liér%) =1, son:
X

X

e Mejor comprension por parte de los estudiantes de este limite y de los teoremas

involucrados en su demostracion.

¢ Aumento de la motivacién del educando y del educador, por eliminar la frustracién

de comprender y darse a entender.

e Se facilita la mediacion pedagdgica para el docente, ya que puede disponer de

este recurso en el momento que lo requiera.

e Se aprovechan mejor los recursos tecnolégicos a disposicion.

7. CONCLUSIONES

A raiz de los resultados obtenidos a través del tiempo, con la exposicion del limite

sin x

trigonométrico ]J'éno = 1, llegamos a las siguientes conclusiones:
X!

o Estd metodologia puede emplearse en desarrollo de otros conceptos del calculo
diferencial y en general de la matematica que tradicionalmente son tratados en
forma analitica y que pueden incluirse aspectos dinamicos y geométricos para una
mejor comprensién de los mismos, claro esta tomando en cuenta las limitaciones

que se presenten en los distintos casos.



e El empleo de esta metodologia, permite explotar mas las distintas inteligencias de

cada individuo, lo cual favorece el proceso de ensefianza-aprendizaje.

8. RECOMENDACIONES
De la experiencia vivida se pueden desprender las siguientes recomendaciones:

e Implementar esta propuesta en la educacion formal, con un especial interés en la
educacién a distancia en los cursos de calculo diferencial en los cuales tenga que

desarrollarse la demostracion del limite tratado.

e Crear un banco con distintas demostraciones en la cual se emplee la misma
metodologia empleada en esta exposicién, y que éste se encuentre a disposicion

de los estudiantes y docentes.
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